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Shell buckling

‒ The most recent and least understood 
stability issue of structural engineering


‒ Thanks to FEM technology, we do not have 
to deal with complicated shell theory ?
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‒ The first theoretical investigations were 
performed by Timoshenko in 1910


‒ Early tests [Flügge, 1932] showed that real 
cylinders buckle at loads much lower than 
the classical buckling load (15…50%)


‒ For carefully manufactured specimen, 
experimental critical loads in the range 
40…90% of the classical buckling load have 
been reached
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Imperfection 
sensitivity

‒ A real shell has geometric and other 
imperfections which are equivalent to pre-
buckling deformations


‒ In principle, geometrically nonlinear 
analysis can be used to attack the problem, 
but…


‒ Linearized stability analysis can be used 
together with knock-down factors


‒ For every elastic structure, the reduction 
factor is proportional to either 2/3 or the 1/2 
power of the imperfection magnitude 
[Koiter 1945]
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Requirements for structural design 
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Shell theory 

‒ “Shell theory attempts the impossible: to 
provide a two-dimensional representation 

of an intrinsically three-dimensional 
phenomenon.”  

 
[W. Koiter & J. Simmons]


‒ The mathematical models take the form 
 




‒ Tensor calculus may be used in the general 
description

ℳ(u)+t2ℬ(u) = f on Ω ⊂ ℝ2
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Linear Buckling 
Analysis

‒ Displacement field:  

‒ Strain energy: 




‒ Strains:

u = (u, v, w)

Π =
1
2

(Um + Ub) − Ug

Um(u) = ∫Ω
Cm β(u) : β(u) dxdy,

Ub(u) = ∫Ω
Cbκ(u) : κ(u) dxdy,

Ug(u) = λq∫Ω ( ∂w
∂x )

2

dxdy .

βx =
∂u
∂x

, βy =
∂v
∂y

+
w
R

, βxy =
1
2 ( ∂u

∂y
+

∂v
∂x ),

κx = −
∂2w
∂x2

, κy = −
∂2w
∂y2

, κxy ≈ −
∂2w
∂x∂y
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Analytical buckling modes
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‒ Shell stability equation: 
 

  

‒ Assuming pinned supported with  at ,  
buckling modes can be sought e.g. in the forms: 
 

Ed3

12(1 − ν2)
Δ4w +

Ed
R

∂4w
∂x4

+ λqΔ2 ( ∂2w
∂x2 ) = 0

w = 0 x = 0,L

1∘ w(x, y) ∼ sin ( mπx
L )

2∘ w(x, y) ∼ sin ( mπx
L ) sin ( ny

R )
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Critical Load for Case 1
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‒ Defining , we get 
 

  

M = mπR /L

λq =
Ed3

12(1 − ν2)
⋅

M2

R2
+

Ed
M2

⇒ Mb = 4 12(1 − ν2) ⋅
R
d

& λbq =
Ed2

3(1 − ν2)
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Critical load for Case 2
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‒ Defining , we get 

 

  

N =
nL
πR

λq =
(m2 + N2)2

m2
+

12z2m2

π4(m2 + N2)2
; z =

L2

Rd
1 − ν2

⇒ N = { (12z2)1/4

π
m − m2}

1/2

& λbq =
Ed2

3(1 − ν2)
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Remarks about 
the buckling 
modes

‒ Both types of modes yield the same critical 
load


‒ The results are valid for moderately long 
cylinders, 


‒ Assuming  (unit length) and 
denoting  (dimensionless 
thickness), we have: 
 

 

L > 1.69 Rd 4 1 − ν2

L ∼ R ∼ 1
t = d /R

1∘ m ∼
1

t
(# of axial half-waves)

2∘ n2 ∼
m

t
− m2
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Length-scales of 
the buckling 
modes

1∘ lx ∼ t1/2, ly ∼ 1,

2∘ a) lx ∼ 1, ly ∼ t1/4

b) lx ∼ ly ∼ t1/4
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‒ By considering special isometric 
transformations of the cylindrical surface, 
Pogorelov suggests the value 
 

 

 
for the critical load.

λPogoq =
0.16Ed2

R
=

λClassicq
3.75

(ν = 0.3)



University of Oulu

Numerical example 
  
S355 with 
 
d = 5 mm
R = 3 m
L = 6.86 m

‒ EN-1993-1-6: 
 




‒ EN elastic knock-down factor:  
 
0,32 / 0,21 / 0,14 

‒ Progorelov knock-down factor: 0,27
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+=
xE

MxE,

xE

NxE,
Nx,x CC   (D.12) 

missä: 
σxE on kylkiviivan suuntaisen jännityksen σx,Ed mitoitusarvo 

σxE,N on aksiaalisesta puristuksesta aiheutuva kylkiviivan suuntaisen jännityksen σx,Ed osa (kehän 

suunnassa tasan jakautunut komponentti) 

σxE,M on lieriön taivutuksesta putkena aiheutuva kylkiviivan suuntaisen jännityksen σx,Ed osa (kehän 

suunnassa muuttuvan komponentin huippuarvo). 

Kaavan (D.12) sijasta voidaan käyttää myös seuraavaa yksinkertaisempaa kaavaa: 

+=
xE

MxE,
x ,, 400600C  (D.13) 

D.1.2.2 Kylkiviivan suuntaa vastaavat lommahdusparametrit 

(1) Kylkiviivan suuntaa vastaava kimmoisessa tilassa vaikuttava epätarkkuuden pienennystekijä αx saadaan 
kaavalla: 

4419111
620

,
k

x )/(,
,

tw+
=  (D.14) 

missä Δwk on epätarkkuusamplitudin ominaisarvo: 

t
t
r

Q
⋅=

1
kw  (D.15) 

missä Q on kylkiviivan suuntaisessa puristuksessa vaikuttava valmistustoleranssiluokan parametri. 
 
(2) Kussakin valmistustoleranssiluokassa käytettävä parametri Q saadaan taulukosta D.2. 

Taulukko D.2 Valmistustoleranssiluokan parametri Q 
Valmistustoleranssi-
luokka 

Kuvaus Q 

Luokka A Erinomainen 40 
Luokka B Korkea 25 
Luokka C Normaali 16 

(3) Kylkiviivan suuntaa vastaavan puristusrajahoikkuuden �λx0, plastisen alueen pienennystekijän β ja 
yhteisvaikutuseksponentin η arvoina käytetään seuraavia: 

�λx0 = 0,20 β = 0,60 η = 1,0 (D.16) 

(4) Kohdan D.1.2.1 (7) erityisehdot täyttävien pitkien lieriöiden kylkiviivan suuntaa vastaava 
puristusrajahoikkuus�λx0 saadaan kaavalla: 

�λx0 = 0,20 + 0,10 
xE

MxE,  (D.17) 

Tämä julkaisu on ladattu SFS Online-palvelusta (sop. nro ) 15.01.2019.

Tä
m

ä 
ju

lk
ai

su
 o

n 
la

da
ttu

 S
FS

 O
nl

in
e-

pa
lv

el
us

ta
 (s

op
. n

ro
 ) 

15
.0

1.
20

19
.

Lataaja: IP-käyttäjä. Vain Oulun yliopisto käyttöön.

La
ta

aj
a:

 IP
-k

äy
ttä

jä
. V

ai
n 

O
ul

un
 y

lio
pi

st
o 

kä
yt

tö
ön

.

Tämä julkaisu on ladattu SFS Online-palvelusta (sop. nro ) 15.01.2019.

Tä
m

ä 
ju

lk
ai

su
 o

n 
la

da
ttu

 S
FS

 O
nl

in
e-

pa
lv

el
us

ta
 (s

op
. n

ro
 ) 

15
.0

1.
20

19
.

Lataaja: IP-käyttäjä. Vain Oulun yliopisto käyttöön.
Tämä julkaisu on ladattu SFS Online-palvelusta (sop. nro ) 15.01.2019.

Tä
m

ä 
ju

lk
ai

su
 o

n 
la

da
ttu

 S
FS

 O
nl

in
e-

pa
lv

el
us

ta
 (s

op
. n

ro
 ) 

15
.0

1.
20

19
.

Tämä julkaisu on ladattu SFS Online-palvelusta (sop. nro ) 15.01.2019.

SUOMEN STANDARDISOIMISLIITTO SFS SFS-EN 1993-1-6 + AC 
FINNISH STANDARDS ASSOCIATION SFS  74 
 

 
 

+=
xE

MxE,

xE

NxE,
Nx,x CC   (D.12) 

missä: 
σxE on kylkiviivan suuntaisen jännityksen σx,Ed mitoitusarvo 

σxE,N on aksiaalisesta puristuksesta aiheutuva kylkiviivan suuntaisen jännityksen σx,Ed osa (kehän 

suunnassa tasan jakautunut komponentti) 

σxE,M on lieriön taivutuksesta putkena aiheutuva kylkiviivan suuntaisen jännityksen σx,Ed osa (kehän 

suunnassa muuttuvan komponentin huippuarvo). 

Kaavan (D.12) sijasta voidaan käyttää myös seuraavaa yksinkertaisempaa kaavaa: 

+=
xE

MxE,
x ,, 400600C  (D.13) 

D.1.2.2 Kylkiviivan suuntaa vastaavat lommahdusparametrit 

(1) Kylkiviivan suuntaa vastaava kimmoisessa tilassa vaikuttava epätarkkuuden pienennystekijä αx saadaan 
kaavalla: 

4419111
620

,
k

x )/(,
,

tw+
=  (D.14) 

missä Δwk on epätarkkuusamplitudin ominaisarvo: 

t
t
r

Q
⋅=

1
kw  (D.15) 

missä Q on kylkiviivan suuntaisessa puristuksessa vaikuttava valmistustoleranssiluokan parametri. 
 
(2) Kussakin valmistustoleranssiluokassa käytettävä parametri Q saadaan taulukosta D.2. 

Taulukko D.2 Valmistustoleranssiluokan parametri Q 
Valmistustoleranssi-
luokka 

Kuvaus Q 

Luokka A Erinomainen 40 
Luokka B Korkea 25 
Luokka C Normaali 16 

(3) Kylkiviivan suuntaa vastaavan puristusrajahoikkuuden �λx0, plastisen alueen pienennystekijän β ja 
yhteisvaikutuseksponentin η arvoina käytetään seuraavia: 

�λx0 = 0,20 β = 0,60 η = 1,0 (D.16) 

(4) Kohdan D.1.2.1 (7) erityisehdot täyttävien pitkien lieriöiden kylkiviivan suuntaa vastaava 
puristusrajahoikkuus�λx0 saadaan kaavalla: 

�λx0 = 0,20 + 0,10 
xE

MxE,  (D.17) 

14



University of Oulu

Concluding 
remarks 
regarding shell 
buckling

‒ The buckling modes fall into the 
intermediate category of shell deformations


‒ The buckling modes may vary in the length 
scales 
 




‒ Determination of the knock-down factor 
still seems slightly occultistic

L ∼ t1/4…t1/2
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